b Wydziat Mechaniczny Energetyki I Lotnictwa
“wlgy  Zaktad Wytrzymatosci Materiatow i Konstrukcji

Metoda elementow

skonczonych
(MES2)

Wyktad 6. Modele kompozytéw

11.2024




PODSTAWY MECHANIKI MATERIAtOW | STRUKTUR KOMPOZYTOWYCH

Kompozyt jest materiatem niejednorodnym i zazwyczaj wykazuje wtasciwosci zalezne od
rozpatrywanego kierunku. Z tego powodu modele matematyczne opisujgce zachowanie
sie struktury kompozytowej pod wptywem obcigzen zewnetrznych sg znacznie bardziej
skomplikowane, niz analogiczne zwigzki dla materiatow jednorodnych i izotropowych,
znane z podstawowych wyktadow wytrzymatosci materiatdw i konstrukgiji.

Analiza standw naprezen i odksztatcenn w konstrukcji kompozytowe;j jest zadaniem
ztozonym i moze byc¢ przeprowadzana na rdznych poziomach, z zastosowaniem modeli od

skali mikro do skali makro.
’ nowa
' W{dkno_

ptyta wielowarstwowa
(laminat) konstrukcja kompozytowa

Rozne poziomy analizy wytrzymatosciowe konstrukcji kompozytowe;j




Wielowarstwowe laminaty z wtéknami kierunkowymi wykazaty swoje zalety w licznych
zastosowaniach. Ze wzgledu na wysoce anizotropowe wtasciwosci pojedynczych warstw,

laminowane kompozyty pozwalajg na projektowanie lekkich konstrukcji o wtasciwosciach
zoptymalizowanych do danych obcigzen/potrzeb.

Kompozyty mogg ulegac uszkodzeniom na skale mikroskopowg lub makroskopowa.
Mechanizmy uszkodzen struktur kompozytowych sg znacznie bardziej ztozone niz te
obserwowane w materiatach izotropowych.

Symulacje FEM mogg dostarczy¢ informacji dotyczgcych rozktadu naprezen w
wielowarstwowej powtoce i w warstwach. Te rozktady naprezen mogg by¢ wykorzystane
do oszacowania wytrzymatosci pojedynczej warstwy, przy uzyciu kryteriow wytrzymatosci

anizotropowej (maksymalne naprezenie, maksymalne odksztatcenie, Tsai-Hill, Tsai-Wu,
Norris).

Aby uzyskac skuteczne narzedzia do szczegdtowej analizy wytrzymatosci i projektowania
kompozytowych struktur powtokowych, mozna zbudowac wieloskalowe modele
parametryczne, przechodzac od skali mikro do makro (wfdkna z zywicq, tkanina tkana,
pojedyncza warstwa, wielowarstwowy element powtoki, struktura).




Materiaty ortotropowe

Wystepowanie trzech wzajemnie prostopadtych pfaszczyzn symetrii wiasciwosci materiatu jest przypadkiem
bardzo czesto wystepujgcym w praktyce inzynierskiej. Wéwczas liczba niezaleznych wspétczynnikdw macierzy
wyznaczajgcej zwigzek miedzy sktadowymi stanu naprezenia i stanu odksztatcenia redukuje sie do 9, a materiat
nazywany ortotropowym.

State materiatowe przyjmuje sie zazwyczaj tak, ze odpowiadajg one interpretacyjnie modutowi Younga E, statej
Poissona v i modutowi Kirchhoffa G dla przypadku izotropowego. Zwigzek miedzy stanem naprezenia i stanem
odksztatcenia przyjmuje wtedy postac:

11 22 33
€11y T+ I G117 E11, E22, E33 - moduty sprezystosci
€ Fin o B2z Ea3 o wzdtuznej (moduty Younga) odpowiednio w
o T = (R R I I i kierunkach 1, 2, 3
< &3z | _ Eqq Epsp E33 < 033 > lerunkac , 2,3,
Yoz [~ 0 0 0 X 0 ollTs(” G12, G23, G31 - moduty sprezystosci
Y31 G23 T31 postaciowej w odpowiednich ptaszczyznach,
\Y12/ 0 0 0 0 Gi 0 | \T12/ Vij— wspotczynniki Poissona.
31
0 0 0 0 0 —
12-

W efekcie prawo konstytutywne dla tréjwymiarowego materiatu ortotropowego zawiera 9 niezaleznych statych
materiatowych E11, E22, E33, v 21,V 31,V 32, G12, G23, G31. Moduty E11, E22, E33 wyznaczane sg z prob
rozciggania wzdtuz gtéwnych osi ortotropii, moduty G12, G23, G31 wymagajg odpowiednich préb scinania, natomiast

i
kazdg ze statych Vij okresla stosunek — f dla obcigzenia prébki wytgcznie naprezeniem rozciggajacym Oj; .
42




ODKSZTALCENIA | NAPREZENIA W WARSTWIE ORTOTROPOWE)

W wielu konstrukcjach kompozytowych wyrézni¢ mozna warstwy o wtasnosciach ortotropowych.

3z=2
1 _vai Va1 0 0 0]
Eq11 Ez; E33
Vi 1 V32 0 0 0
_ — —_ [0k
‘11 Eq11 Ez; E33 11
€22 _Viz Vs 1 0 0 0 022
€33 | _ Eq11 Ezz Ez3 033
= 1 i
V23 0 0 0 — o0 o0]]%=s
V31 23 L T31
V12 0 0 0 0 o 0| \T12
31
1
0 0 0 0 0o —
B Gio

Analizujac zaleznosci miedzy odksztatceniami i naprezeniami w warstwie ortotropowej przyjmujemy
zazwyczaj, ze mamy do czynienia z ptaskim stanem naprezenia (PSN). Jezeli zatozymy, ze cienka
warstwa ortotropowa o kierunkach ortotropii 1 i 2 usytuowana jest i obcigzona w ptaszczyznie,
wtedy:

Twy =Ty, =0,, =0
Xz yz zZZ V13 Vo3

Y31 =0, Y23 =0, €33 = — L 011 — L 022
Eyq E,

T31 = T3 =033 =0

Zwigzki miedzy odksztatceniami a naprezeniami redukujg sie wowczas do postaci:

— 1 v —_
o —% 0 BT Vi2E2> 0 T
€11 11/1 122 011 011 1-v12Vv21 1-V412V21 €11
Erpt = —E—12 E_ 0 072 ¢. 0790 = V21E11 Ezz 0 Ern
11 22 . —
Y12 1 [\T12 T12 1=VizVz1  1=Vi2Vas Y12
0 0 — i 0 0 612—
| Glz_

Zwigzki te majg macierze symetryczne, wiec sg w petni okres$lone przez 4 niezalezne state materiatowe: E11, E22, v 12, G12.




W literaturze technicznej zazwyczaj przyjmuje sie tak oznaczenia, ze E11 > E22

a wéwczas wspotczynnik V12 nazywany jest wiekszym wspotczynnikiem Poissona

1 vy 0 E1q Vi2E2; 0

E E
€11 1 22 011 011 1—=viovy;  1—vy5vy
ept=(-22 L o |lo Oy, % = E E

22¢ = Eiy Eay 22 (- 22¢ = Va1L11 22
T T
Y12 0 o 1|1 12 T=viz Va1 1=viovz
G12 O O Glz

(major), a Vo1 mniejszym wspotczynnikiem Poissona (minor).

€11
€22
V12

}

Zwigzki te odpowiadajg przypadkowi, w ktorym kierunki 1 i 2 sg gtownymi kierunkami ortotropii warstwy. Jednakze
w wielu przypadkach osie przyjetego uktadu wspodtrzednych nie pokrywajg sie z kierunkami gtéwnymi materiatu
ortotropowego. Stan naprezenia i odksztatcenia w dwdch dowolnych uktadach wspoétrzednych kartezjanskich

obréconych wzgledem siebie o kat 0 taczg zaleznosci:

Oyx'x! Oxx
Oy'y's = [T]4{%w¢,
Tx/yl Txy

Macierz transformacji [T] ma postac:

IT] =

Exlxl
Sylyl
]/xryl

2

cos? 60
sin% 6
—sinfcos @

= [T]

8X X

Eyy

Yay
2

sin? 6
cos? 60
sin 6 cos 6

2sinBcosb@
—2sin 6 cos 6
cos? 0 — sin? 0

Aby przedstawic zaleznosci miedzy sktadowymi stanu naprezenia a sktadowymi stanu odksztatcenia dla warstwy ortotropowej

przyjmijmy, ze kierunki ortotropii 1i 2 sg odchylone o kat @ od kierunkéw x i y uktadu wspétrzednych kartezjaniskich. Poszukiwany ogdélny
zwigzek odksztatcenia-naprezenia dla warstwy ortotropowej w dowolnym uktadzie wspétrzednych okreslonych przez kat o ma postacé:

Exx Si1 S12 Sie| (Oxx

£ £ £
Eyy (= 512 522 526 Oyy,
Vxy Sie  Sz6 Seel \'x¥

O-XX
Oyy =

Q11
Q12
Q16

Q12
Q22
Q26

Qis | (Exx
Q26| 1€vy
Qs6 Yxy




Exx 511 Sz Sie|(Oxx Oxx
* * *

Eyyt =512 S22 S26|{%yy, Oyy

Yxy Sie Sye Seel\Txy Txy

Wspotczynniki S;; okreslaja wzory:

Si1 =S¢t + (2815 + Sgg)s?c? + Spp8%,

Sip = S12¢* + (S11 + Szp — See)s%c? + Sypst,

Syy = Syt 4+ (251, + Sgg)s?c? + Sy45%,

See = 566C4 + 2(285;, + 2S5,, — 4S5, — 566)52C2 + 56654'
Sie = (2811 — 251, — 566)5(33 — (283, — 28, — 566)530,
Sy6 = (2815 + Se6 — 2533)s¢® — (2815 + Se6 — 2511)s°¢,

Wspotczynniki Q;; okreslaja wzory:

Q11 = Quic* + (Q12 + 2Q¢6)5%c® + Q225*,

Q12 = S12¢* + (Q11 + Q22 — 4Q¢6)s%c® + Q125%,

Q32 = Qz2¢® +2(Q12 + 2Q66)s%c? + Q1154

Qs6 = Qoec™ + (Q11 + Q22 — 2Q12 — 2Qe6)5*c* + Qg65*,
Q16 = (Q11 — Q12 — 2Q66)SC3 —(Q12 — Q22 — 2Q66)53€,
Q36 = (Q12 + Q22 + 2Q66)s¢® — (Q11 + Q12 — 2Q¢6)s°c,

Qi1 Q12 Qfg|(Exx
=|Qi2 Q2 Qz6|1vy
QI6 Q;6 Q26 Vxy

gdzies = sina, c = cos a,
a wspotczynniki S;; sq rowne:

G . = - —V21
11 - E ) 12 - E )
11 22
1 1
Sy = — See = —.
22 = 66 = G,
gdzie Q;; sa rowne:
0.1 = E1q 0., = V12E7
11 — ) 12 — )
1—v,,vy 1—v5,vy,
0,, = E, Ous = G
22 =T, 66 — U12-
1—v,,0y

Warto zwrocic¢ uwage, ze jesli a # k §= to wszystkie wspotczynniki macierzy [Q*] i [S*] sa niezerowe
1istnieje petne sprz¢zenie migdzy sktadowymi stanu naprezenia i stanu odksztatcenia.

Tylko probka rozciggana wzdtuz gtdwnego kierunku ortotropii bedzie zachowywata sie podobnie jak

izotropowa. Proste rozcigganie prowadzi wtedy jedynie do wydtuzenia w kierunku rozciggania i
skrécenia w kierunku poprzecznym, bez odksztatcen katowych. Jednak w przypadku rozciggania w
innym, dowolnym kierunku zaobserwujemy réwniez zmiane kgtéw.

Wynika stad, ze w ogdlnym przypadku, kiedy osie xy nie pokrywajg sie z gtownymi kierunkami
ortotropii, kierunki gtdwne naprezen nie pokrywajg sie z gtdwnymi kierunkami odksztatcen.




HIPOTEZY WYTEZENIOWE DLA MATERIALOW ORTOTROPOWYCH

W przypadku ortotropowym jednokierunkowe rozcigganie przy danej wartosci obcigzenia moze dla pewnych
kierunkow prowadzi¢ do zniszczenia, a dla innych nie. Jest to efekt, ktory nie wystepuje w materiatach izotropowych.
Dlatego tez dla materiatéw ortotropowych stosowac trzeba odmienne kryteria wytezeniowe, ktdre czesto sg
modyfikacjami (uogdélnieniami) kryteriéw opracowanych dla materiatéw izotropowych.

Hipoteza maksymalnych naprezen

Zaktada, ze warunkiem stanu bezpiecznego warstwy ortotropowej jest by sktadowe stanu naprezenia w uktadzie
gtéwnych osi ortotropii materiatu byty mniejsze od okreslonych doswiadczalnie wartosci.
Graniczne wartosci wyznaczone sg zwykle odrebnie dla rozciggania i Sciskania: X, # —X;

Dla tréjwymiarowego stanu naprezenia stany bezpieczne okreslone sg przez nierdwnosci:

Xe1 <011 <Xpp 5 Xep <092 <Xpp 3 Xez<o33z3 <X

T2l <SY1y T2zl <S%o3 5tz <S%3y

—> Hipoteze mozna opisa¢ jednym parametrem:

k = max lub , lub , lub , , ,
{Xu X1 Xeo X2 X3 X3 SP5 553 531

011 011 022 0, 033 o33 It12l 723l |T13|}

gdzie: X;; - odpowiada wartosciom granicznym przy rozcigganiu w kierunkach i=1,2,3;
X.i - przy Sciskaniu,
Sl-"]‘-’ - okreslajg graniczne wartosci przy scinaniu w ptaszczyznach ij.

Parametr k jest wskaznikiem okreslajgcym stopien wytezenia materiatu.
(Dla stanu bez naprezenn mamy k=0, dla stanu na granicy zniszczenia k=1).
Wskaznik wytezenia k jest odwrotnoscig wspoétczynnika bezpieczenstwa.




Hipoteza maksymalnych odksztatcen

Jest podobna do hipotezy maksymalnych naprezen, jednak podstawowe warunki narzucone s3g na
odksztatcenia w uktadzie gtdbwnych osi ortotropii.

Przyjmujac, ze znamy niszczace odksztatcenia w ukfadzie gtéwnych osi ortotropii (g, &, y*ij, i=1,2,3)
mamy warunki:

€1 < €11 < &2, Ecz < &2 < &2, Ec3 < €33 < &3

V12l <viz V23l <v323 ly31l < v3:1

Wartosci g, &, Y j; 0znaczajg graniczne (niszczgce) wartosci dla poszczegélnych sktadowych stanu
odksztatcenia z odrdznieniem Sciskania i rozciggania.

= Hipoteze maksymalnych odksztatcen w tym sformutowaniu mozna opisa¢ jednym parametrem:

)

€11 €11 €22 €22 €33 €33 V121 V23l [v13l
k = max lub lub—, lub " = ”
€t1 €c1 €2 €c2 €t3 Ec3 V12 V23 V13

gdzie odpowiedni warunek dla odksztatcen wzdtuznych zalezy od aktualnego znaku odksztatcenia
(rozcigganie lub Sciskanie).

Parametr k jest wskaznikiem okreslajgcym stopien wytezenia materiatu (k=1 oznacza zniszczenie).




Hipoteza Tsai-Wu

W kryteriach maksymalnych odksztatcen i maksymalnych naprezen poszczegdlne sktadowe stanu naprezenia i
odksztatcenia traktowane sg jako niezaleznie wptywajgce na wytezenie materiatu.

Przyjmujac, ze ma znaczenie rownoczesne wystepowanie poszczegdlnych sktadowych stanu
naprezenia niektore hipotezy przyjmuja, ze wytezenie materiatu jest wielomianowg funkcjg
sktadowych stanu naprezenia.

Dobrze sprawdzajgcym sie kryterium tego typu jest kryterium Tsai-Wu (1971).

Tsai i Wu zaproponowali kryterium dla warstwy ortotropowej, w ktdrym ograniczyli sie tylko do pierwszych wyrazéw
wielomianu:

F1011 + Fy055 + FeTyp + Fi10{1 + Fop05, + FeeTiy + 2F;501105; = 1

State materiatowe Fi, F;, Fg, F11, F22, Fg6, F12 mozna uzalezni¢ od parametréow X.q, X¢1, Xc2, Xe2, SV,
rozpatrujac kolejno rozcigganie i Sciskanie w kierunkach i = 1,2 oraz Scinanie:

F—1+1 F_—l F—1+1 F -1
YU Xy Xy U X X 2 Xy X 22

10




o w— Kryterium maksymainych odksztalceﬁi
s Kryterium maksymalnych naprezen
e Kryterium Tsai - Wu

oo A
(MPa) | :

100

g7 (MPa

Linie niszczacych standéw naprezenia w uktadzie naprezen gtéwnych o, o, wedtug réznych hipotez .

Obszary zamkniete odpowiednimi liniami odpowiadajg bezpiecznym stanom naprezenia (k<1)

11




Przyktad 1 Rozcigganie warstwy ortotropowej

Warstwa ortotropowa ma wtasnosci: E;; = 2 -10°> MPa, E,, = 0,5-10°> MPa, v, = 0,25, G;, = 2-10* MPa.
Znalez¢ sktadowe stanu odksztatcenia w uktadzie xy w wyniku rozciaggania w kierunku x o,,= 10 MPa w zaleznoSci

od wielkosci kata a.

Rozwiazanie analityczne:

Exx S11 Siz Sie| (Oxx
Eyye=|S12 S22 Sz6|y 0 ¢,
Vxy Ste Sz Ses)\ 0
otrzymamy:
Exx = S110xx»
*
Eyy = S120xx
ny:Sik6o'xx;
gdzie:

S;1= 511C4 + (2512 + 566)SZC2 + 52254,

S12= S12¢* + (S11 + Szp — Se6)s%c? + Syps*

5;62 (2512 + 566 - 2522)56'3 - (2512 + S66 - 2511)536'.
1 1 —V21 _ —V12

S11 = I Sy, = [ S12 = =— Se6 = G13.
11 22

Podstawiajac podane wartosci staltych materiatowych dla roznych katow a
1 stalego rozciggania o,,, = 10 MPa otrzymamy:

Odksztatcenia warstwy izotropowej w zaleznosci od kierunku rozciggania

7

LA bbb

90

25
x107°

Exx(@)
-=== ley(a)|
----- [¥xy()]
2,0

1,5

1,0

05

a 0 5 15 30 45 60 75 85 90
10%e,, 0.5 0,528 0,741 1,297 1,812 2,047 2,040 2,006 2,000
10%s,, -0,125 | -0,142 | -0,266 | -0,547 | -0,688 | -0,547 | -0,266 | -0,142 | -0,125
10%y,, 0 -0,323 | -0,862 | -1.137 -0,75 -0,162 | -0,112 | -0,062 0

2 . 0
0 0,5 1,0 1,5 2,0 2,5 x1073




Przemieszczenia w rozcigganej warstwie ortotropowej

o =30°

Tarc:

Tarcza kampozyt alfa=30

X

za karpozyt alfa-D

J\ Lincar Orthotropic Propertics for Material Number 1

Linear Orthotropic Material Properties for Material Number

Choose Poisson's Ratio |

Temperatures
EX |2E+05
EY 50000
EZ 50000
PRXY 0.25
PRYZ 0.3
PRXZ 0.25
GXY 120000
GYZ 15000
GXZ 120000
Add Temperature

Delete Temperature |

lls Cancel

ENSYS Release

=.005154
=.611E-1%

LMK
Sl
SMK

b

Build 19.2
pueiy 0:

.114E-13

Tarcza keopozyt alfa=0 Tarcea kenpozyt alfa=d

ENSYS Release 1

19.2

BNEYS Release 19.2

\D12988

k

Build 19.2
puety 0:

———

Tarcea kenpozyt alfa=30 Tarcza kewpozyt alfa=30
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Przemieszczenia w rozcigganej warstwie ortotropowej

o =45°

o =60°

o =75°

—f / / 7/
X
Tarcza kempozyt alfa-60

—d f ! /
X
Tarcza kempozyt alfa=75

ELEMENTS
PRES-1R0RM
10

.arcza kampozyt alfa=ds

ELEMENTS
FRES-HCRM
10

Tarcza kampozyt alfa=60

Tarcza kampozyt alfa=is

BNEYS Release 19.2

\01e12s

MEYS Release 19

ANSYS Release 19
Build 19.2

Tarcza kampozyt alfa=d5

Tarcza konpozvt alfa=60

>~

Tarcza kewpozyt alfa=is

MESYS Release 19.2

BNEYS Release 19.2

. 788E-03

St

BNEYS Release 19.2

RSYS=0
DMY =. 020458

.001121
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Odkszta’fcenlewrozuaganej 10°2, 0,5 0,528 | 0,741 || 1,297 | 1.812 | 2,047 | 2,040 | 2,006 | 2,000
10°z, || 0125 | 0,142 | -0266 |[-0.547 | -0.688 | -0.547 | -0.266 | -0.142 | -0.125

wa rStWI €0 rtOt ropowe'l 10y, 0 -0,323 | -0,862 || -1.137 -0,75 -0,162 | -0,112 | -0,062 0

AEYS Release 1 MNSYS Relefse 1 MNSYS Release
Build 19.2 Build 19.2
jren)

SMY =-.125E-04

Tarcza kampozyt alfa=0 Tarcza kampozyt alfa=0

a; zvt alfa=0

BNSYS Release 19.2
Build 19.2
Juery

HISYS ‘fg%gase 18.2 ANSYS Release 19.2
Euild 19.2
&

110

MF=
EFELX (AvE)

DY —.021251
SMY =.130E-03
MK = 1308-03

(130803
B Ci30e-03

- 547E-04 -114E-03
. cieod . E03

Tadga kampozyt alfa=30 1 12 a0
™




Odksztatcenie w rozcigganej 10°c, | 05 | 0528 | 0741 | 1,297 || 1.812 || 2,047 || 2,040

warstwie ortotropowej

10%y, 0 -0,323 -0,862 | -1.137 -0,75 -0,162 || -0,112
\,

P 0 5 15 30 45 ) 60 75 85 90
2,006 | 2,000
10°z, | 0.125 | 0,142 | -0266 | -0.547 |[-0.688 | 0547 [[ -0.266 | -0.142 | -0.125
0,062 0

Tarhga kompozyt alfa=45

TNCTs felease 1
Build 19.2
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18:04
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DL, SOLITICH
TIME=1
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\1818-03 .687E-04
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= 750E-04
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1ild 19.2
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Build 19.2

Hipoteza maksymalnych naprezen

LWL DL L L
STEP=1
SUB =1
TIME=
FRILSMAX (AVG)

Tarcza kampozyt alfa=0

Tarcza kampozyt alfa=30

Tarcza kampozyt alfa=45

W przypadku materiatéw ortotropowych
nieuzasadnione jest stosowanie
naprezenia zredukowanego Hubera-
Misesa jako miary wytezenia materiatu.
W programie Ansys mozliwe jest
wykorzystywanie w takim przypadku
kryterium maksymalnego odksztatcenia,
kryterium maksymalnego naprezenia lub
kryterium Tsai-Wu
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[FC] Temperature-independent failure criteria for material 1

x Y z

Strain in Tension [pooz | [0002 | [o.002 ]

Strain in Compression [-0002 | [-0.002 | [-0002 ]
X vz %z

Strain in Shear [00025 | [o001 | [oom ]
X ¥ z
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Tarcza kampozyt alfa=0

Hipoteza Tsai Wu

Tarcza kampozyt alfa=2

Tarcza kampozyt alfa=45

W przypadku materiatéw ortotropowych
nieuzasadnione jest stosowanie
naprezenia zredukowanego Hubera-
Misesa jako miary wytezenia materiatu.
W programie Ansys mozliwe jest
wykorzystywanie w takim przypadku
kryterium maksymalnego odksztatcenia,
kryterium maksymalnego naprezenia lub

kryterium Tsai-Wu
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Podstawowe zwigzki mechaniki laminatow

Przy rozwazaniu wfasnosci laminatu sktadajgcego sie z wielu warstw ortotropowych scisle zwigzanych ze sobg
zaktada sie czasami, ze pracuje on podobnie jak pojedyncza warstwa.

Dla laminatéw cienkich (grubosci poszczegdlnych warstw i grubosc catkowita sq znacznie mniejsze od pozostatych
wymiarow) poming¢ mozna naprezenia prostopadte do warstw i zatozy¢, ze w laminacie zachodzi ciggtosc
odksztatcen przy przejsciu pomiedzy warstwami oraz nieciggtos¢ naprezen wskutek réznic we wtasnosciach
poszczegdlnych warstw.

Jesli zatozymy, ze rozpatrujemy mate ugiecia i zachowana jest ponadto hipoteza Kirchoffa (prosta normalna do
powierzchni laminatu pozostaje do niej normalna po odksztatceniu) to zachowanie sie laminatu pod wptywem
obcigzenia opisuje nastepujaca zaleznos¢:

<

0 [A B | Nx

gdzie:

&7, €9, Vxy — sktadowe stanu odksztatcenia powierzchni srodkowej laminatu,

Sity i momenty dziatajgce na segment powtoki _0%w, 92wy _
K = w2 MY T oy o T aay a

— krzywizny powierzchni laminatu,

w, — ugiecie powierzchni srodkowej laminatu,

Ny, Ny, Nyy, My, My, My,, — sity wewngtrzne w laminacie,
A — macierz sztywnos$ci laminatu w ptaszczyznie,

B — macierz sztywnosci sprzegajaca,

D — macierz sztywnosci gigtno-skretnej. 19




Podstawowe zwigzki mechaniki laminatow

£ Y4 H
a) W 0 A B 1 N *
Fx Mx oy m\\\\ ,_.[y‘
Ky y f 9:"‘
7 NN
!}v/f‘—\.\l _ny_ _Mxy_ h1 4 —/
= i gdzie: t
b) L &l 839, y,?y — sktadowe stanu odksztatcenia powierzchni srodkowej laminatu,
—5 I 2 2 2
e | T Ky = aa;;(’, = aa;;", Ky = gx—‘g}‘j — krzywizny powierzchni laminatu,
e - : h wy — ugiecie powierzchni srodkowej laminatu,

Ny, Ny, Nyy, My, My, My,, — sity wewngtrzne w laminacie,

A — macierz sztywnosci laminatu w plaszczyznie,
B — macierz sztywnos$ci sprzegajaca,

D — macierz sztywnosci gigtno-skretnej.
Macierze A, B, D, kazda o wymiarach 3x3, ktére charakteryzuja zachowanie si¢ laminatu sg symetryczne i zaleza

od wlasciwosci wszystkich warstw ortotropowych, ich orientacji i usytuowania w laminacie:
_ 1y xk 2 2 3
= Yi=1Qif (zx — 24-1), By = S2k=10ij (Zik —zi-1),  Djj Zk 1 Qi (2R — zig-1)

gdzie: z, — odleglos¢ k-tej warstwy od powierzchni §redniej,
N — liczba warstw,

Q; }‘ — macierz sztywnosci k-tej warstwy transformowana do uktadu xy 20




Przyktad 2 Rozcigganie laminatu 6 warstwowego

Okresli¢ zachowanie sie 6-cio warstwowej ptyty kompozytowej pod wptywem jednokierunkowego rozciggania N, = 10N/mm.
Grubos¢ kazdej warstwy wynosi 0,125 mm, natomiast katy ortotropii warstw wynoszg kolejno [45°,-45°,45°,-45°,45°,-45°].

Wymiary modelu:
. dtugos¢ L, = 100 mm,
szeroko$¢ Ly =100 mm,
Kazda warstwa jest wykonana z zywicy epoksydowej z wioknami grafitowymi o wlasciwosciach:
moduly Younga E,;= 211000 MPa, E,;= 5300 MPa,
. modut Kirchhoffa G;,=2600 MPa,

. liczba Poissona vy,=0.25, 0] N, -
& Ny
Rozwigzanie analityczne: vy | <[4 B]’l Ny
.| B bl [M,
Ky My
[ Kxy _Mxy_
& ] [1348e—4 —1216e — 4 0 0 0 —1.69e — 5110
£y —1.216e—4 1.348e — 4 0 0 0 —1.69¢ —5|[ 0
vl - 0 0 2.685¢e —5 —1.69¢e—5 —1.69¢—5 0 0
K, 0 0 ~1.69e —5 2.876e —3 —2.594e —3 0 0
iy 0 0 —1.69¢e —5 —2.594e—3 2.876e—3 0 0
kg,] L —169¢—5 —1.6% —5 0 0 0 5.728¢ — 41l 0

Stad wyliczy¢ mozna stan odksztalcenia modelu:

- 0 -
E’é [ 1.348e —3 71 | Uwzgledniajac, ze stan odksztalcen jest staly, maksymalne przemieszczenia modelu
9| |-1.216e -3 : o -
mozna wyznaczy¢ analitycznie:
vy | - 0 Y Y Y Ux=¢Lx=0,135 mm,
Kx 8 Uy =¢0 L, =-0,122 mm,
Ky 7 Ly,
gy | L —1.69¢ — 4 UzZ = Kyy — = —0,845 mm.

21




Rozwigzanie MES rozcigganie laminatu 6 warstwowego

& ] 1.348e — 3 Uwzgledniajac, ze stan odksztatcen jest staty, maksymalne
£ —1.216e -3 przemieszczenia modelu mozna wyznaczy¢ analitycznie:
0 0
{;y = 0 Ux =¢Lx =0,135 mm,
X
Ky 0 Uy = syo L, =-0,122 mm,
—1.69¢ — 4 LyL
| Kxy | Uz = xby
Z= Ky~ = —0,845 mm.

o]
.014976
.029951
.044927
.059903
.074878
.089854
.10483
.119805
.134781

AN ]|

Przemieszczenia u,
prébki laminatu (mm)

SMN =-.844145
SMX =.143E-10
—.844145
=.750351
—.656557
=002763
-.468969
-.375175

BECCRACNN

.143E-10

Przemieszczenia u,
probki laminatu (mm)

Figure 281.2: SHELL281 Stress Output

—. 121629

RECCRE0NN

Przemieszczenia u,
prébki laminatu (mm)

SMN =—2.7174

SMX =2.7174
-2.7174
—2u11853

BECCNETEN

Prezentacja napr¢zen we wszystkich warstwach (o, ) 22




Rozwigzanie MES rozcigganie laminatu 6 warstwowego

Figure 281.2: SHELL281 Stress Output
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Przyktad 3 Rozcigganie laminatu 4warstwowego

Okresli¢ zachowanie sie 4-cio warstwowej ptyty kompozytowej pod wptywem jednokierunkowego rozciggania N, = 10N/mm.
Grubos¢ kazdej warstwy wynosi 0,25 mm, natomiast katy ortotropii warstw wynoszg kolejno [45°,-45°,45°,-45°].

Wymiary modelu:
. dhugos¢ L, = 100 mm,

szeroko$¢ Ly

=100 mm,

Kazda warstwa jest wykonana z zywicy epoksydowej z wkoknami grafitowymi:

E,,= 211000 MPa, E,,= 5300 MPa,

ANSYS Release 19.2

I\ Add/Edit Failure Criteria

[FC] Temperature-independent failure criteria for material 1

. moduty Younga
. modut Kirchhoffa G,,=2600 MPa,
. liczbaPoissona vy,= 0.25,

X ¥ z
Strain in Tension [poo1g | [oo019 | [oan1
Strain in Compression ‘ -0.0019 | \ -0.0019 \ | -0.001
XY \rd ped
Strain in Shear [00025 | [0.001 | [0.001
X ¥ z
Stress in Tension [400 |[10 IE
Stress in Compression [-200 |[-10 [

XY YZ XZ

Stress in Shear

[10

|[

XY Yz %z
1 Stress Coupling Cocfficients

kampozyt 4 warstwowy
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SUB =1

TIME=1
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EFACET=1
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TIME~1
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PowerGraphics
EFACET=1
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Layer#

Materialf

1
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NCDAL SOLUTIO
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TIME~1
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Przyktad 4a Tarcza z karbem ¢ 40mm (materiat izotropowy)
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Przyktad 4b Tarcza z przyktadu 3 z karbem ¢ 40mm [45°,-45°,45°,-45°] - niesymetrycznie
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Przyktad 4c Tarcza z przyktadu 3 z karbem ¢ 40mm [45°,-45°,-45°,45°] - symetrycznie

Warstwa 1

lUiZride
PLOT NO.
ELFMENTS

PowerGraph
EFACET=1

PRES-TIORM
-10

10:29:01
PLOT NO. 1
NCDAL SOLUTICN
STEP=1

SUB =1

TIME~1

SX (BVGY
LAYR=1

RSYS=0
PowerGraphics

luiobidb

PLOT TNO. 1
NCDAL SOLOTIC
STEP=1

SUB =1

TIME~1
FATLSMAX (AW

LAYR=1
RSYS=0

DM =.098935
SMI =.005594
SME =2.1261
.005594
.241206
476818
.71243
.948042
1.18365
1.41927
1.65488
1.89049
2.1261

g

BR0ONECNN

Warstwa 2

Przemieszczenia

UX

Naprezenia SX w warstwach

BECONGCNN

[T

-083051

(BVG)

Hipoteza maksymalnych naprezen
STEP=1

Warstwa 3

Lu.Lo.2L
PLOT NO. 1
NCDAL SOLUTICN
STEP=1

BRCONEENN

EFACET=1

Warstwa 4

10:57:05

PLOT NO. 1
NCDAL SCLUTTICN
STEP=1

SUB =1

TIME=1
FRILSMARX (RVG)
TOP

LAYR=3

uz

10:28:29

PLOT NO. 1
TNODAL SCLOTICN
STEP=1

PowerGraphics
EFACET=1
AVRES=Mat
[MX =.098935

| (SIMNRN |

PLOT NO. 1
NCDAL, SCLUTTICN
STEP=1

SUB =1

TIME=1
FAILSMAX (AVG)

g

LAYR=4

RSYS=0

DMX =.038935
SMN =.005594
SMK =2.1261
.005594
.241206
.476818
.71243
-948042
1.18365
1.41927
1.65488
1.89049
2.1261

REONOENN

28




Przyktad5 Rozcigganie dwukierunkowe laminatu 4warstwowego (rézne zbrojenia)
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Przyktad 6 modelowania MES warstwy tkaniny
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Przyktad 7 analizy elementdéw skoriczonych kompozytowego elementu konstrukcji samolotu

Analiza naprezen i odksztatcen kompozytowej struktury skrzydta szybowca PW-5
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WYZNACZANIE ZASTEPCZYCH WLASCIWOSCI MATERIALOW KOMPOZYTOWYCH

Mikromechanika (badane sg wzajemne oddziatywania poszczegdlnych sktadnikow)
Makromechanika (traktuje kompozyt jako nowe tworzywo, bez uwzgledniania jego niejednorodnosci).

Usrednione wtasnosci kompozytu moga by¢ wyznaczone na drodze eksperymentalnej lub tez wyliczone za pomocg procedur
analitycznych albo symulacji komputerowe;.

llustracjq takich procedur moze byé przyblizone wyznaczanie zastepczych modutédw sprezystosci dla warstwy ortotropowej, zbrojonej

jednokierunkowo wtéknem dtugim, ciggtym: a) 2 »
) Aw Ew Ow Vw
Ao Eo 0o Vo
©
<)
]
Modele obcigzen powtarzalnego b) ) d)1 %AW
segmentu kompozytu z 2 2{ bbb, 2% i & —~
wiéknem cigglym stosowane do - e - s oo [P 2o
wyznaczenia zastepczych gl B o e Lo rwidkao " oy __":@‘LO.V?T\”
statych sprezystych = S / =
Ly 1 Ly 1 -— - - 1

Przyjmujgc zatozenie monotropowosci z wyrdznionym kierunkiem 1, wyodrebnijmy pewien fragment reprezentatywny dla
periodycznej struktury warstwy i przyjmijmy oznaczenia:

A,, — pole przekroju poprzecznego wtdkien w elemencie reprezentatywnym
Ay — pole przekroju poprzecznego osnowy

A=Ay + A,, —pole przekroju catego elementu

E,, G,, v, — state sprezystosci materiatu wtdkien

E,, G,, v, —state sprezystosci materiatu snowy

Ei1, E5o, V15, Gio— usrednione state sprezystosci warstwy ortotropowej




HOMOGENIZACIA

Homogenizacja - przejscie od ztozonego modelu niejednorodnego do modelu jednorodnego z zastepczymi
witasnosciami materiatowymi.

a) 2 A,, — pole przekroju poprzecznego wtdkien w elemencie reprezentatywnym
@ Aw- Ewr w Yw .
= B T ¥ Ay — pole przekroju poprzecznego osnowy
o Eo 0o Vo
6 A = A, + A,, — pole przekroju catego elementu
(<)
1 e . E, G, v, — state sprezystosci materiatu widkien
b) c)
2 2[4 hpabbL, 1a, AW g h E,, G,, v, —state sprezystosci materiatu snowy
a 3 Yo , . . ;. .
- o o = A osnowa yw Ei1, E35, V12, Gia— usrednione state sprezystosci warstwy ortotropowej
ol & s WIOkNO 5 5. E’: Lo[ eswidkno%e s ;'/ e Yo
Ly 1 ‘L1 1 PR 1
SRRRRLRM

wartos¢ zastepczego modutu Younga w kierunku wtékna:  E;;=E

warto$¢ zastepczego modutu Younga w kierunku poprzecznym:  Ej;= 7~

Ao Ez;

iy o A
wartos¢ zastepcza statej Poissona:  vi,= v, TW T Vo, V217 Vi2

warto$¢ zastepcza modut sprezystosci poprzecznej:  Gy,= 7




Zastepcze state sprezyste dla osSrodkéw kompozytowych

Dla bardziej ztozonych, niejednorodnych struktur mozna wyznaczac¢ na drodze bardziej
skomplikowanych modeli analitycznych lub obliczerh numerycznych (MES).

Przeprowadzi¢ trzeba wowczas obliczenia dla obcigzenia reprezentatywnego powtarzalnego segmentu
struktury (RVE- representative volume element) kolejnymi sktadowymi stanu naprezenia pamietajac o
odpowiednich przemieszczeniowych warunkach brzegowych.

Element reprezentatywny to mozliwie najmniejszy fragment kompozytu, ktory analizowany przy
odpowiednich warunkach brzegowych (obcigzenia i podparcia) pozwala na okreslenie stanéw
naprezenia w skali mikro a jednoczesnie makroskopowych cech mechanicznych kompozytu.

AN oD =

W N N N

’a S, S, ( .“‘““‘;‘s \

Vl L A\\‘&" r”‘::;‘%?w T y
i '
WS

0

/ﬁazane
zemieszczenie Uy
/ 7B \%»QZ y2da
/ plaskcgyzfia

// _sythetfii

zwigzane
przemieszczenie Uy

- -+

zZwigzane . X

>
przemieszczenie U, /

- VA c

-

e
]

LSRR
Avevﬁ‘éxﬂﬂev‘y - =

RO pe :
AVAY 4

X0

-

Powtarzalne segmenty (RVE) typowej struktury kompozytu wtdknistego i warunki brzegowe w analizie MES dla wyznaczania
wiasciwosci wypadkowych przez obcigzanie w trzech kierunkach gtéwnych 34




Periodyczne elementy reprezentatywne struktury porowatej wykorzystywane w
modelach analitycznych i numerycznych
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Modele numeryczne homogenizacji laminatow wielowarstwowych (2003)

(wykonat: Romuald Dobosz

Celem pracy jest przedstawienie numerycznej metody okreslania wlasnosci kompozytow,
na przykladzie zbrojonego widknem szklanym laminatu warstwowego. Wyznaczenie
charakterystyk wytrzymato§ciowych kompozytu zrealizowane zostalo poprzez okreslanie
wiasnosci jego sktadnikow metoda homogenizacji, kolejno od mikro- do makrostruktury.

Mozliwo$¢ przewidywania wiasnosci materialtow kompozytowych w skali makro na
podstawie ich budowy wewngtrznej jest podstawa projektowania nowych materiatlow i struktur.
Stuzy¢ do tego moze coraz czgsciej wykorzystywana w projektowaniu inzynierskim metoda
elementow skonczonych. Modele parametryczne metody elementow skonczonych w
powigzaniu z procedurami optymalizacyjnymi moga sta¢ si¢ silnym narz¢dziem komputerowo
wspomaganego projektowania kompozytow.

Postugujac si¢ modelami numerycznymi przeprowadzi¢ mozna homogenizacj¢ kolejnych
elementow struktury laminatu wielowarstwowego: widokno, pasmo, warstwa, laminat. W
rezultacie otrzymujemy wiasnosci makroskopowe na podstawie wiasnosci sktadnikow i
budowy wewnetrznej kompozytu.

Rys. 1. Kolejno analizowane elementy struktury kompozytu warstwowego

Kolejne reprezentatywne modele numeryczne powtarzalnego fragmentu struktury
poddajemy prostym stanom obcigzenia oj dla znalezienia zastgpczych statych materialowych,
wyznaczajacych macierz podatnosci Sjj rownania konstytutywnego:

& = Sjj o}, (ij=12,..6) (]
gdzie: g — sktadowe stanu odksztalcenia zapisane w postaci wektorowej.

W celu zilustrowania sposobu okre$lania wiasnosci kompozytow przeanalizowano
dziewigciowarstwowy kompozyt, umocniony wioknami szklanymi grubosci 10 um typu E, o 70
% udziale objetosciowym. Osnowa spajajaca wiokna jest polimer PP (polipropylen). Warstwy
sktadaja si¢ z pasm, plecionych w sposob pokazany na rys. 1. Wszystkie warstwy maja
jednakowa grubos¢ rowna 0.9 mm, natomiast sposob ich ulozenia okreslaja katy laminowania:
[0/45/0/-45/0/45/0/-45/0].

Dane materialowe wiokien szklanych i osnowy podane zostaty w tabeli 1:

Tab. 1. Wiasnoéci materialowe szkta typu E oraz osnowy (polipropylen)

stala materialowa jednostka szklto E polipropylen
modut Younga GPa 73.1 3.45
stata Poissona - 0.22 0.35

promotor: dr inz. Grzegorz Krzesinski)

W kazdym etapie badania wiasnosci poszczegdlnych sktadnikow, zbudowany musi byc
model wiernie oddajacy strukturg konkretnego elementu laminatu, stanowiacy jak najmniejsza
powtarzalng mikrokomorke badanej struktury. Dla okreslenia wiasnosci pojedynczego pasma
wystarczy analizowa¢ niewielka kostk¢ materialu zawierajaca fragmenty zalanych osnowa
wilokien. Przy wyznaczaniu statych calej warstwy, modelem takim moze by¢ np. pojedynczy
splot widkien, bedacy powtarzalnym elementem struktury warstwy.

HOMOGENIZACJA PASMA

Wymiary modelu powtarzalnej struktury (mikrokomoérki) wynikaja z grubosci widkien oraz
ich udzialu objetosciowego. Przyjmujac chaotyczne rozmieszczenie widkien, model
mikrokomoérki dla prob rozciagania pozwalajacych na wyliczenie zastgpczych modutow Ej i
statych vjj moze zosta¢ okreslony w sposob przedstawiony na rys. 2:

Rys. 2. Model pozwalajacy wyznaczy¢ wiasnosci pojedynczego pasma oraz przykfadowe
wyniki przemieszczen dla napr¢zenia ox =10 MPa.

Dla wyliczenia zastgpczych modutdw sprezystosci postaciowej model elementarnej kostki
zostaje powielony w plaszczyznie odpowiadajacej wyliczanemu modutowi Kirchoffa, a kat
odksztalcenia postaciowego wyliczony zostanie w miejscu oddalonym jak najdalej od brzegu
modelu, gdzie znieksztalcenia wynikow sa najwigksze.

Rys. 4. Wybrane wyniki. Rozklady przemieszczenia uy dla 1,,=10MPa.

Analiza pola przemieszczen mikrokomorki dla szeSciu typowych obcigzen pozwala
wyznaczy¢ ortotropowe wlasnosci pasma (Tab.2.)
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Modele numeryczne homogenizacji laminatow wielowarstwowych (2003)
promotor: dr inz. Grzegorz Krzesinski)

(wykonat: Romuald Dobosz

Tab. 2. Wyliczone wlasno$ci materialowe pasma kompozytu

modut Younga [GPa] E; = 16.56 E, =16.83 E; =52.22
. Vo1 = 0.364 V31 = 0.08 V3o = 0.081
Stata Poissona
vip =0.37 vi3 = 0.252 vo3 = 0.251
Modut Kirchoffa [GPa] Glz =441 G23 =6.28 Gl3 =6.5

HOMOGENIZACJA WARSTWY

Nastgpnym krokiem przy wyznaczaniu wlasnosci laminatu jest okre§lenie wlasnosci calej
warstwy kompozytu, ktéra w tym wypadku jest zbudowana z tkaniny. Wystarczy tutaj
podobnie jak poprzednio analizowaé niewielki jej wycinek, bedacy powtarzalnym elementem
calej warstwy.

Model pojedynczego splotu warstwy kompozytu bedacy najmniejsza powtarzalng czgscia
warstwy, okre§lony zostal w sposob przedstawiony na rys. 5.

Rys. 5. Warstwa: wzor wiokien i model mikrokomorki z osnowa.

Przy zatozeniu, Ze warstwy pozostaja w ptaskim stanie napr¢zen, wlasnosci kazdej warstwy
opisane moga by¢ tylko czterema stalymi: dwoma modutami Younga, stata Poissona oraz
modutem Kirchoffa.

Analiza deformacji modelu bedacych efektem trzech stanéw obciazenia probki prowadzi do
wyznaczenia statych opisujacych wiasnosci wytrzymatosciowe pojedynczej warstwy laminatu:
E.=Ey=14.35 GPa;

Gy =2.166 GPa; vy, =0.152

—
ToTeas

w0z onzae oo = owsser T ooseny

Rys. 7. Pola przemieszczen warstwy przy obcigzeniu oy.

169 11.906 22.122 52,331 42.553 1.63 L la.led 26.637 39.11 51.583 )
6.798 17.014 27.23 37.485 47.661 7.921 20.4 32.873 45.346 57.82

Rys. 8. Pola naprezen warstwy przy obciazeniu o.

LAMINAT

Wiasnosci calego laminatu okreslié mozna z uzyskanych poprzednio wlasnosci pojedynczej
warstwy. Znajac bowiem wilasno$ci warstw i sposob ich ufozenia, przewidzie¢c mozna
zachowanie si¢ laminatu pod wplywem obciazenia ze znanych zaleznosci teoretycznych:

N

. k
gx Nx Ai] = ZQIJ (Zk — Zk_l)
53 Ny k=1

0 -1 1
Yy | A B ny g _1 (g2 g2
Ky {B D} M, L) Z;QU (ze —74)
K'y My B 1 N ) s s
Ko ] My ] D, = 3kZZ;QiJ' (z;-7,4)

gdzie: &, syo, yxyo, Ky, Ky, Kxy —0dksztalcenia oraz krzywizny powierzchni $redniej laminatu
Ny, Ny, Nyy, My, My, Myy, — uktad sit i mom. wew. wzdhuz grubosci laminatu
A - macierz sztywno$ci w ptaszczyznie B - macierz sztywnosci sprzggajaca
D - macierz sztywnosci gigtno-skretnej.
Zx - odleglo$¢ k-tej warstwy od powierzchni $redniej N- liczba warstw
Qijk— macierz sztywnosci k-tej warstwy transformowana do uktadu (X, Y)

Wyznaczajac wige skladowe macierzy A, B i D otrzymujemy komplet statych
materialowych catego kompozytu, dzigki ktorym mozliwe jest wyznaczenie zachowania si¢
laminatu pod wptywem obciazen.

5. WNIOSKI

Przeprowadzone testy wykazaty efektywno$¢ prezentowanej metody dla wyznaczania
wiasnosci laminatow. Pewne trudnosci sprawia¢ moze budowa odpowiednich modeli dla prob
$cinania oraz wybor reprezentatywnej komorki dla bardziej ztozonych splotéw. Rozwinigcie i
parametryzacja zbudowanych modeli numerycznych mogtyby ufatwi¢ projektowanie laminatu
dla uzyskania z gory zatozonych wiasnosci w skali makro i umozliwi¢ optymalizacj¢ jego

struktury. 3 7
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